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NOTAGCOES
IN={1,2,3, ..} C : conjunto dos nimeros complexos
IR : conjunto dos nimeros reais i : unidade imégn £ = —1
[a,b] ={x0OIR; asx< b} | z | : médulo do nimeroz C
[a,b[={x0OIR; as< x < b} Z : conjugado do nimerolz C
Ja,b[={x0IR;a< x<b} Mun(IR) : conjunto das matrizes reais m x n
AB={x;x OAexOB} det A : determinante da matriz A

k
Ya,=a+ta+.+ g kK IN A': transposta da matriz A

n=1

k
dax =a+axt .+ gk, &M A :inversa da matriz inversivel A
n=0

P(A) : conjunto de todos os subconjuntos do conjént
n(A) : nimero de elementos do conjunto finito A

Arg z : argumento principal de zC\ {0}, Arg z O [0, 2]
f o g : funcdo composta das funcdesg

f-g: produto das funcéé® g

Observagdo: Os sistemas de coordenadas considegaloartesianos retangulares.
Questéo 01 LETRA E
Considere as afirmac6es abaixo relativas a corgulat® e C quaisquer:

I. AnegacdodekX An B é: xOA ou xOB.

. An(BOC)=(AnB)O(ANnC)

. (A\B) O (B\W =(AOB)\(An B)

Destas, é (sao) falsa(s)
(A) Apenas |

(B) apenas Il

(C) apenas lli

(D) apenas | e lll

(E) apenas nenhuma.

Questao 02 LETRAC
Considere conjuntos A, BIRe CO (A B). Se AU B, An CeBn C sdo os dominios das fungfes

reais definidas por In(x w/ﬁ), -x*+6x-8 e /F , respectivamente, pode-se afirmar que
-X

WcC= ng

(B)C=[21

(C)C=1[2, 9]

(D) C =m, 4]

(E) C néo é intervalo.

Questao 03 LETRAE

Se z é uma solucdo da equacao@m

z—E+|z|2 = —lZ(x/_2+ i)(ﬁ_l— i\/—2+ 1” pode-se afirmar que

3 3
(A)i(z-2)<0 (B)i(z-z)>0
©)1z|O[5, 6] D)z, 7]
(B) z+% >8




Questao 04 LETRAC

Os argumentos principais das solu¢des da equacén dm + X+ (z+ z Y2 —i=0, pertencem a
T 311 31t 51
A |-, — B) |—,—
w53 @ 33
5mt 3 T TT 3t 7
Clus] o fHoEa
4° 2 4 2 2 4
® Jod o[ 2
4 4

10 50

Considere a progressao aritmética & ..., ag) de razao d. Siah =10 + 25d eZah = 4550, entdo
n=1 n=1

d-a éiguala

(A)3 (B)6 (C)9 (D)11 (E)14

Questao 06 LETRAD

Sejamf, g : R> R tais quef é par e g é impar. Das seguintes afirmacdes
I. f.g éimpar,
II. f og épar,
ll. g of & impar,

€ (séo) verdadeira(s)

(A) apenas |

(B) apenas Il

(C) apenas lli

(D) apenas | e ll

(E) todas.

Questao 07 LETRAB
A equacdo em X,

arctg (é + 2 arccot%ze—]=l[, x O IR\ {0},
e”-1) 4

(A) admite infinitas solu¢Bes, todas positivas.
(B) admite uma Unica solucao, e esta é positiva.

(C) admite trés solucdes que se encontram no 'Hite%fg,g[ .

(D) admite apenas solucdes negativas.
(E) ndo admite solucéo.

Questéo 08 LETRA C
Sabe-se que o polindmio p(x) Zxax + a¥ — 1, al IR, admite a raiz —i.
Considere as seguintes afirmacdes sobre as razps d

I. Quatro das raizes sao imaginarias puras.

II. Uma das raizes tem multiplicidade dois.

Ill. Apenas uma das raizes é real.

Destas, é (séo) verdadeira(s) apenas
A)

@)1

©)

(D) lelll

(E) el



Questao 09 LETRA A

5
Um polindmio real p(x) :Zan X', com @ =4, tem trés raizes reais distintas, a, b e & sgtisfazem o
n=0

sistema
a+ 2b+ 5¢c= 0
a+ 4b+ 2c= €

2a+ 2b+ 2c= *

Sabendo que a maior das raizes é simples e assd@mamultiplicidade dois, pode-se afirmar que (1)
igual a

(A) -4

(B) -2

€2

(D)4

(E) 6

Questdo 10 LETRAE

15
Considere o polinbmio p(x) {:anx” com coeficientesgg= -1 e a=1+igy n=1,2, .. 15 Das
n=0
afirmacodes:
. p1)0OIR,
Il | p(x) |<4 (3+~2++5), Ox O [-1, 1]
ll. ag = ay
€ (séo) verdadeira(s) apenas
A1
B) 1
©)
D)lell
(E) el

A expressao (3 ++/5)° - (243-5)° éigual a
(A) 263045

(B) 2690V5

(C) 27125

(D) 158415

(E) 1604/15

Questao 12 LETRA A

Um palco possui 6 refletores de iluminacdo. Nuntocmstante de um espetaculo moderno os refletores
sdo acionados aleatoriamente de modo que, paraioadas refletores, seja dz?? a probabilidade de ser

aceso. Entdo, a probabilidade de que, neste tastarou 5 refletores sejam acesos simultaneaménte,
igual a

16
A =
49
81
151

©) 243

479
D)=
( )729

2* 2

(E)?+§.

(B)



Questao 13 LETRAD

Considere a matriz
3
a

a &
A=[0 a, a|0M,(R),
0 &

o

em que a= 10, det A=-1000 e, &, &, a, & € & formam, nesta ordem, uma progressao aritmética

de razdo d > 0. Pode-se afirmar q%eé igual a

(A) -4
(B) -3
(C)-2
(D) -1
(E)1

Questao 14 LETRAC

Sobre os elementos da matriz

X, X, Xz X,
Y. Y2 Vs
0O 0 O
1 0 0 O

A= y; 0 M4X4(|R)

sabe-se que (XX, X3, Xa) € (W4, Y2, Y3, Ya) SA0 duas progressfes geométricas de razdo 3le doma 80 e
255, respectivamente. Entdo, detjfe o elemento (A),; valem, respectivamente,

1
A) = e 12
A —

1
B)—— e-12
®)-—

1
C)—el2
© -

1
_e_
72 12

1 1
E) — e—
()72 12

(D) -

Questao 15 LETRA A

6
O valor da somaZser(i—?j serﬁ%) , para todax O IR, é igual a

n=1

(A) l{cos(ij - cosx}
2 729
(B) E Sep(i]— Seyﬁi)}
2| 243 729
(C)co{i] - co{i)
243 729
(D) 1 Co{ij— Co{ig}
2| 729 24
a
(B) co{ﬁ] - cost




Questao 16 LETRAB

. . 4n . . L
Se 0s numeros reaise 3, coma + 3 = 3 0< a £, maximizam a soma sent seffs, entdoa é igual

a
T[\/l_:’) 21 3n 51 m

A) — B) — C) — D) — E) —

()3 ()3 ()5 ()8 ()12

Questdo 17 LETRA A

Considere as circunferéncias
Ci:(x—4f+(y-3f=4 e G:(x—10f+ (y—11f=9.

Seja r uma reta tangente interna ae @, isto &, r tangencia ;Ce G e intercepta o segmento de reta
0,0, definido pelos centros ;@le G e Q de G. Os pontos de tangéncia definem um segmento sobre
r que mede

(A) 53
(B) 44/5
(C) 36

25
D) —
0) 7
(E)9

- 6 L. .
Um cilindro reto de altura\g cm esté inscrito num tetraedro regular e tem ssa ben uma das faces do

tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 3atyrae do cilindro, em ciné igual a

™3 ™3 ™6 ™/6 T
(A) a (B) e © 5 (D) 5 (E) 3

Um tridngulo equilatero tem os vértices nos ponfgsB e C do plano xOy, sendoB=(2,1) e C= (5
5). Das seguintes afirmacdes:

I. A se encontra sobre a reta y%)Hl—zl

Il. A esta na interseccgédo da reta y%x+%500m a circunferéncia (x —2¥ (y — 1¥ = 25,
2
N - 2 7 2_ 15 .
. A pertence as circunferéncias (x —°5) (y — 5f = 25 e X—E +(y-3) :7, é (séo)
verdadeira(s) apenas

A) | B) Il (©) 11 (D) 1 dl (E) el



Questao 20 LETRAB

Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedrolaegrujas arestas medem 1 cm. Se M € o ponto

médio do segmentdB e N é o ponto médio do segmer@® , ent3o a area do triangulo MND, em’cm
€ igual a

V2
6

J2
(B) Y

V3
© &

3

3
)
V3

© g

Sejam A, B e C conjuntos tais que0®, n(B\C) = 3n(Bn C) = 6n(An B), n(A B) = 22 e (n(C),
n(A), n(B)) é uma progressédo geométrica de razad.

(A)

a) Determine n(C)
b) Determine n(P(B\C)).

SOLUCAO:
n(B-C)=6x

Pelo enunciado, temos qu&B n C)=n(C) = 2x.
n(Am B): X

Comoc OB, temosn(B)=n(C)+n(B-C)=2x+6x=8x. Como (n(C).n(A).n(B)) = (2x,n(A)8x) €
P.G., temos que(a)=4x. Pelo principio da inclusdo-exclusdo, temos
n(ADB)=n(A)+n(B)-n(An B), dai, 22=4x+8x-x, l0g0 x=2.

a) n(c)=2x implican(c)=4.
b) n(B-c)=6x=12 implica n(P(8-c))= 2"®C) = 212 = 4096.

A progressdo geomeétrica infinitay(&, ..., &, ...) tem razdo r < 0. Sabe-se que a progressiaita (a,
3, ..., &n+1, --.) t€M soma 8 e a progressao infinita &, ..., &, ...) tem soma 2. Determine a soma da
progresséo infinita (aa, ..., &, --.)-

SOLUCAO:
a aq’
Usando a férmula da PG Infinita, temos que=— =8e —== 2;
1-q 1-q
4 _1 1 5 1
q =,="7=(a<0) ea =81-q°)=8(1+—)
4 2 ' 42
1
8L+ =)
+
Logo S= - 42 = 242 +1) =14-612

1_q 1+i \/E"'l

NE:



oQuestao23 . .
Analise se a funcadd : IR 2 IR, f(x) =

€ bijetora e, em caso afirmativo, determine a donc¢

inversaf .

SOLUCAO:
X =X

3" -3 . . . .
f(X) :T é crescente, portanto, é injetdi@) é continua, lim,_,,,, f(X)=+w e

lim,_._,, f(X)=-c, portantof(x) é sobrejetora.

a- a?-1
= 2X= = a%?-2ax-1=0 logo,
a

a=x++ X2 + 1, substituindo novamente, chegamos 8= X + x> +1e portanto

y=logs(x+x2 +1)

Fazendoa =3Y , temos quex =

)
® [

Questéo 24
Sejaf : IR > IR bijetora e impar. Mostre que a fungao invefiSa: IR > IR também é impar.

SOLUCAO:
f é bijetora e portantof (f 2(x)) =x e — f (f (X)) = -x, além disso f & impar
f(=f 2(x)) = f (f }(~X)), usando a injetividade podemos concluir gué “1(x) = f 1(-x) e

portanto f * é impar.

Questao2s

6

Considere o polinbmip(x) = Zanx” , com coeficientes reais, sendp# 0 e g=1. Sabe-se que se r €
n=0

raiz de p,-r também é raiz de p. Analise acidaale ou falsidade das afirmacdes:

I. Se [ e b |n|#]| | sdo raizes reais £&raiz ndo real de p, entdg & imaginario puro.
Il. Se r éraiz duplade p, entdo r é reahmaginario puro.
ll. ag < 0.

SOLUCAO:

(I) Verdadeira

Temos COMO raizes reaig, — X, X», —X», X3 € —X3 . Como p(x) tem coeficientes reaisxg é raiz
imaginaria, %, também é raiz. Assim, temos necessariament&guex; 0 que indica queg é
imaginario puro.

(Il Falsa

Um contra-exemplo é o caso em que as raizes,saor,—r e-r (r € um complexo qualquer diferente

de zero e ndo imaginario puro) satisfazendo asi¢desido problema. Um detalhe é que geraiz
dupla, ndo necessariamentetambém é.

(1) Falsa

Sabemos que o produto das raizes dessa equacdo pai® = % =3, . Usando o caso citado acima,

onde as raizes saor,r,r,—r e-r , temos que o produto das raizes é
rFO FO-n OG-0 =|r P drPg-r >0 - ag>0



Uma urna de sorteio contém 90 bolas numeradas de9Q, sendo que a retirada de uma bola é
equiprovavel a retirada de cada uma das demais.

a) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desda Calcule a probabilidade de o nimero dedt bo
ser um multiplo de 5 ou de 6.

b) Retira-se aleatoriamente uma das 90 bolas desta e, sem repd-la, retira-se uma segunda bola.
Calcule a probabilidade de o nimero da segundarétitada ndo ser um mdltiplo de 6.

SOLUCAO:
a) Sejam A o conjunto dos mdltiplos de 6 e B o gotg dos mdltiplos de 5.

Veja que A possu}:s—O =15 elementos, B possu495—O =18e AnB possui%(; =3 (€ o conjunto dos

maltiplos de 30). Usando quéAD B) = n(A)+n(B)-n(An B), temosn(AD B) =15+18-3 = 30. Portanto,
a probabilidade de retirar um mdaltiplo de 5 ou dia% =% .
b) Ha dois casos: a 12 bola pode ser miltipla ale 0.
1° caso 12 bola é multipla de 6 / 22 bola ndo é multgeas
P :EB7_5

90 89
2° caso1? bola é mdltipla de 6 / 22 bola ndo é multges
P :7_5|37_4

90 89

15 75+ 75 74: 445 5

Entdo, a probabilidadeé=—0—+—GF—=——==
90 89 90 89 534 6

Questao 27

Considere as matrizes[AM4(IR) € X, B My (IR):

a 1 b1 X b,
b 1 b
A= a O,X:y eB= 2
0 200 z b,
-a 2 b 1 w b

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais@guacdo matricial AX = B tenha solucdo Unica.
b) Sed-1¥=0,a20e B =[1124]encontre X tal que AX=B

SOLUCAO:

a) Para que o sistema tenha solucao Unica (SP&jispmos ter # 0 ~ detA# 0. Fazendo Laplace na

a b
32linha: deA=-2|b a 0=-2(@%+b’>+a’-b®)=-4a’#0 - a#0.
-a b

b) Fazendo o produto das matrizes e montandoensasttemos, pela 3% equacédo, quel. Substituindo
ax+bz+w=0(i)

nas outras equacdeshx +az =0 (ii)
—ax+bz+w=2(iii)

Fazendo(i) - (i) : 2ax = -2 = x=—

o |-

. 1 b _ _ ~ . (1.1
Em (i): a[é—gj+b[6¥]+w-0 - w=0 .Solugao.(x,y,z,w)—(—g,],B,Oj.
—2

-1 1



Considere a equagéo (3 — 220(){1+ tg’ gj -6 tg% =0.

a) Determine todas as solu¢gBes x no intervalof[O,
b) Para as solucdes encontradas em a), deterotije.c

SOLUCAO:
a)
12 solucdo Usando que 1+tan2§:sec2§: lx, a equagcdo € equivalente a
COSZf
2

sen—
(3— 2cos X)LX =6—2, ou seja,(3—2cos2 x): 65en§cos§ =3senx. Pela relagdo fundamental, temos

3—2@—senzx): 3serx, que da a equaciserfx—3senx+1=0, que tem solugcdesernx =1 ou serx :%. No

intervalo [0, 7, temosS = {’_27 5”,’_7} _

66
1-tan? > «
22 solugcdoVamos usar queosx =—)2(. Fazenda =tan—, a equacao é
1+tan2E 2

2
.2
3—2{1 tz} (1+t2)—6t=0. Simplificando, temost*-6t3 +102 -6t +1=0 (eq. Reciproca). Dividindo

por t2, temos (t2+i2J—6[t+%j+10:0. Fazendo t+%:a, temos t2+i2:a2—2. Dai,
t t
[a2-2)-6a+10=0= a?-6a+8=0, ou sejaa=2 oua=4.

Sea=2, temost+%=2:t2—2t+1=0:t =1. Entéo,tang=1, 0 que dé\g=%+kn (k inteiro).
Se a=4, temos t+%=4:t2—4t+1=0:>t=2:\/§. Entao, tang=21\/§ (). Lembremos que

2+43= tan— e2-43 =tanl—7;. Usando (¥), temos qué;\=%r+kn ou§=1—7;+kn (k inteiro).

Como 20| 0 , podemos ter apen nas=" ou x_sn X =7 Encontrando os valores getemos
2 "2 2 4 2 12 2 12
T T 51
que S= {—,—,—} .
6 2 6

b) cotZ =0, cot =43, cot%”:—\@.

Determine uma equacdo da circunferéncia inscritaiéogulo cujos vértices sdo A = (1, 1), B = (1e7
C = (5, 4) no plano xOy.

SOLUCAO:
Calculando os lados do triangulo, temaB =6, AC =BC =5. Sejanr o raio do incirculo e | seu centro.

Como A e B tém a mesma abscissa, AB é verticalmAdiisso, como o triangulo € isésceles, | esta na
mesma altura de C. Portanto:



X = Xa+r =147 _
{ ! A (*). Falta determinar.

Vi =Yyc =4

O semiperimetrg do triangulo € 8. Usando o radical de Heron, terSsosv8[2[B[3 =12 (area do

_5
triangulo). Comos = pr , temosr =g. Em (*),) 7 32.
y =4
5)° 3\
Entdo, uma equacao para o incircuIEJxéEj +(y-4f = (E] .

Questéo 30
As superficies de duas esferas se interceptamarradigente (isto €, em cada ponto da intersecgao os

. ~ . . 3
respectivos planos tangentes sdo perpendiculaad)endo que os raios destas esferas medem 2—2cm e

cm, respectivamente, calcule
a) a distancia entre os centros das duas esferas.
b) a area da superficie do sélido obtido pela setegao das duas esferas.

SOLUCAO:

a) Como as esferas s&o ortogonais, tetfos R? +r2 (Pitagoras).

3 _5
No problema, temosl = |22 +(Ej =2cm.

b) Sejamh, e h, as flechas relativas ao plano comum as esferasesfaras 1 e 2 (de raios 2 e 3/2
respectivamente). Lembrando que a férmula de &eaardsegmento esféricoZRh, temos que a area

pedida és= 277[2Dhl+2nEl§ [hy, = 77{4hy +3h,) (*). Sejam O e O’ os centros das esferas e A unigpoa

intersecdo delas. Este triangulo é retangulo detdijisa OO’. Consider®A=2 e O'A=g. As

2 2
projecdes dos catetos sobre a hipotenusa séo 'tguaisz— -8 en= (8/2) -3 . Dai, as flechas séo:
5/12 5 5/2 10
8 2 3 3 9_3
=2-m=2—-—=—¢@ - ——-N=——-——=—,
h 5 5 K 2 2 10 5

Substituindo em (*), temos = 77{4h, +3h,) = n[4[—l§—)+3@§j = %ncm2



Comentarios da prova

A prova esse ano veio bem equilibrada, com alguquastdes trabalhosas, como a 10 e
19. O assunto logaritmo foi pouco abordado, difex@ente de trigonometria e
polinbmio que foram exploradas em abundancia. A#&ao ITA estad mais uma vez de
parabéns pela boa prova.

Equipe Pensi
Celso Ramos
Daniel Fadel
Moyses Cohen
Rodrigo Villard



